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Tato bakaláøská práce se zabývá popisem robotického hada tzv. trident snake robota, který
z hlediska teorie øízení patøí mezi neholonomní systémy. Øiditelnost robotického hada
je urèena základními vektorovými poli av¹ak pro zaji¹tìní lokální øiditelnosti systému
je nutné pomocí operace Lieova závorka vytvoøit dal¹í øídící vektorová pole. Dále jsou
navr¾eny základní algoritmy pohybu hada v prostoru. V závìru jsou pak nìkteré z pohybù
hada simulovány v prostøedí V-rep.
Summary
This thesis deals with the description of robotic snake the trident snake robot. From
a viewpoint of control theory the robot is classied as a nonholonomic system whose
controllability is determined by vector elds. We use the operation Lie bracket to create
other necessary control vector elds to ensure local controllability of this system. Then
we propose the motion planning algorithm. Finally some of the motions caused by the
control vector elds are veried in a simulation environment called V-rep.
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1. Úvod
Tato práce se zabývá modelem robotického hada, který se nazývá trident snake robot.
Jeho model øízení vede na problém øe¹ení neholomních systémù. Zkoumání tìchto systémù
vedlo ke klasikaci robotických mechanismù podle ltrace teèného prostoru a konkrétnì
trident snake robot vznikl jako model ltrace (3, 6). Zajímavé pak bylo vyøe¹it otázku
jeho øiditelnosti.
Podrobnému popisu celého modelu se vìnuje první kapitola, ve které se blí¾e seznámíme
s jeho jednotlivými èástmi. Ve zkratce lze øíci, ¾e se skládá z tìla ve tvaru rovnostran-
ného trojúhelníka, ke kterému jsou pøipojena tøi ramena (takté¾ jsou nazývána nohami)
a ka¾dé z tìchto ramen má na sobì upevnìn pár pasivních koleèek. Celý pohyb a zmìna
tvaru robota je pak uskuteèòována souèasnì øízeným pohybem tìchto ramen, resp. pohy-
bem v jejich kloubech, jeliko¾ koleèka jsou pasivní (tj. nejsou hnaná). K pohybu robota
se tudí¾ vyu¾ívá pouze toho, ¾e pasivní koleèka zaji¹»ují vlastnost potøebnou k realizaci
tzv. hadovitého pohybu, a to tu vlastnost, ¾e tøení ve smìru teèném ke ka¾dému èlánku
je øádovì vìt¹í ne¾ tøení ve smìru kolmém na èlánek. Tento zpùsob pohybu je výhodný
napøíklad pro prostupnost robota slo¾itým terénem.
Model øízení hada bude v práci popsán kinematickými rovnicemi (Kapitola 5), které tvoøí
systém diferenciálních rovnic. Tyto rovnice v¹ak nebudou pøímo øe¹eny, ale jejich øe¹ení
bude popsáno pomocí pojmù z diferenciální geometrie. Takto bude odvozen model øízení
trident snake robota a diskutována lokální øiditelnost.
Kinematické rovnice popisující robota jsou v této práci uva¾ovány hned v nìkolika dal¹ích
parametrizacích. Touto problematikou se takté¾ zabývá Kapitola 5.
Hlavním úkolem této práce je najít zpùsob, kterým lze trident snake robota øídit na ro-
vinné plo¹e, najít tzv. motion planning algoritmus. Tedy odvodit postup, podle kterého
budeme schopni cílenì posunout hada v námi chtìném smìru. Toho bude dosa¾eno popi-
sem základních pohybù, jejich¾ lineární kombinací lze získat jakýkoliv smìr pohybu. Tuto
otázku øe¹í pøedev¹ím Kapitoly 4 a 6.
Na závìr práce budou poznatky o øízení robota demonstrovány v simulaèním prostøedí
V-rep, které umo¾òuje øídit hada pomocí sekvencí odpovídajících zmìnám stavu systému




V následující kapitole bylo èerpáno pøedev¹ím ze zdrojù [3]a[9].
Obecný trident snake robot má ke ka¾dému vrcholu rovnostranného trojúhelníka pøi-
pevnìn øetìzec rùzného poètu èlánkù spojených øiditelnými klouby. Ka¾dý èlánek mù¾e
být jinak dlouhý a navíc mù¾e být kinematika robota ovlivnìna pozicí pasivních koleèek
na ka¾dém èlánku. Pohyb je pak zaji¹»ován pouze ohybem kloubù a podmínkou, ¾e ko-
















Obrázek 2.1: Obecný model trident snake robota
V této práci se v¹ak budeme zabývat speciálním pøípadem, kdy ka¾dé rameno má pouze
jeden èlánek, viz. Obrázek 2.2.
Základní èástí modelu robotického hada trident snake je tìlo, které má tvar rovnostran-
ného trojúhelníka, kde vzdálenost støedu od vrcholù oznaèíme r. V jeho vrcholech se pak
nacházejí aktivní spoje ovládané pomocí servomotorkù, ke kterým jsou pøipojena tøi ra-
mena. Ka¾dé rameno má jeden èlánek konstantní délky l s jedním párem pasivních koleèek
na svém konci. Dùle¾itou souèástí modelu jsou právì pasivní koleèka, která se nemohou














Obrázek 2.2: Schéma trident snake robota
Pro jednoèlánkového trident snake robota tedy oznaèíme úhly natoèení jednotlivých ra-
men φi, kde i = 1, 2, 3. V¹echny tyto úhly mohou být uspoøádány do jediného vektoru
φ ∈ S3 urèující tvar robota,
φ := (φ1, φ2, φ3)
T . (2.1)
Je dùle¾ité uva¾ovat omezení tìchto úhlù, které je dáno celkovou stavbou robota. Z kon-
strukèního hlediska je zøejmé, ¾e rameno nemù¾e zasahovat do tìla robota. Navíc kvùli




〉. Výhodou je, ¾e
se tím vyhneme tzv. singulárním bodùm, tedy tvarùm, ve kterých robot není øiditelný.
Poloha robota v prostoru je urèena souøadnicemi (x, y) støedu S. Orientace je pak dána
úhlem mezi osou x a prvním ramenem, nazvìme ho θ.
Denujme nyní vektor kongurace popisující polohu a orientaci robota v prostoru,
w := (x, y, θ)T ∈ R2 × S. (2.2)
Jeliko¾ je tìlo ve tvaru trojúhelníka, lze denovat polohu jednotlivých vrcholù pomocí
úhlù αi. Smìry jsou urèeny vzhledem k prvnímu rameni. Jejich hodnoty tedy jsou napøí-
klad







Tyto úhly v¹ak mohou být uva¾ovány vzhledem k druhému rameni. S tímto modelem se
lze setkat napø ve zdroji [3]. Úhly α tedy budou mít hodnoty
α1 = −2
3





3. ÚVOD DO DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE
3. Úvod do diferenciální geometrie
V této kapitole bude uvedeno nìkolik základních pojmù z diferenciální geometrie,
ze kterých vychází následný popis modelu øízení robotického hada. Bylo èerpáno ze zdrojù
[1],[6],[8] a [10].
3.1. Varieta, funkce a køivka na varietì
Základním pojmemmoderní diferenciální geometrie je varieta (budeme znaèitM). Pro me-
chanické systémy je stavovým prostorem. Varieta dimenze n je mno¾ina bodù, která je
lokálnì difeomorfní s prostorem Rn, tedy okolí ka¾dého bodu mù¾e být popsáno n nezá-
vislými souøadnicemi. Pøesnìji varietu denujeme v následujících odstavcích.
Pøipomeòme, ¾e topologický prostor je Hausdorùv, je-li mo¾né libovolné dva jeho body
oddìlit otevøenými mno¾inami. Homeomorsmus je bijektovní spojité zobrazení, jeho¾
inverzní zobrazení je také spojité. Difeomorsmus je bijektivní hladké zobrazení takové,
¾e zobrazení k nìmu inverzní je rovnì¾ hladké.
Topologická n-rozmìrná varieta je Hausdorùv prostor M se spoèetnou bází, který je
lokálnì homeomorfní s Rn, tj. pro ka¾dý bod x ∈M existuje jeho otevøené okolí U ⊂M
a homeomorsmus φ : U → φ(U) ⊂ Rn.
Dvojice (U, φ) se nazývá lokální mapa. Soustava map (Ui, φi) naM taková, ¾e Ui pokrý-
vají mno¾inuM, se nazývá atlas.
Dvì lokální mapy (U1, φ1), (U2, φ2) indukují zobrazení φ1◦φ−12 : φ2(U1∩U2)→ φ1(U1∩U2)
mezi dvìma podmno¾inami Rn, které se nazývá pøechodové zobrazení. Øekneme, ¾e atlas
(Ui, φi) varietyM je hladký, jestli¾e v¹echna pøechodová zobrazení jsou hladká. Zobrazení
φ z lokální mapy (U, φ) je dáno n-ticí, kterou zapisujeme ve tvaru (x1, . . . , xn) a nazýváme
lokální souøadnice varietyM.
Denice 1. Hladká varieta je topologická varietaM spolu s úplným hladkým atlasem.
Poznámka. V následujícím textu budeme pøívlastek hladká vypou¹tìt a varietou budeme
rozumìt v¾dy hladkou varietu.
Poznámka. Pro trident snake robota je varietaM = R2×S4 stavovým prostorem urèeným
souøadnicemi q = (φ1, φ2, φ3, x, y, θ), tedy dimM = 6.
Na hladké varietì lze vybudovat rozsáhlou strukturu. Dále v¹ak budou zavedeny jen
ty pojmy, které jsou nezbytné pro pou¾ití v následujícím textu. Jedním z nich je funkce
a køivka na varietì.
Denice 2. Zobrazení f :M→ R se nazývá funkce f na varietìM.
Denice 3. Diferencovatelné zobrazení γ : R → M, kde t je spojitý reálný parametr
a γ(t) je odpovídající jednorozmìrná spojitá trajektorie na M, se nazývá køivka γ(t)
na varietìM.
Jinak øeèeno, parametrická køivka γ(t) je hladké zobrazení Ω → M, kde Ω ⊂ R je
otevøený interval.
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3.2. VEKTORY NA VARIETÌ
Poznámka. V na¹em pøíkladu trident snake robota je køivkou na varietì trajektorie zmìny
polohy a tvaru hada. Jedná se o zobrazení èasového intervalu na stavový prostor hada.
γ(t1) γ(t2) γ(t3)
Obrázek 3.1: Køivka na varietìM
3.2. Vektory na varietì
Vektor v v bodì P ∈ M je dán teènou ke køivce procházející bodem P . Vektor má daný
smìr (je urèený smìrem køivky γ(t)) a danou velikost (ta je urèená velikostí zmìny γ(t)
se zmìnou t).
Poznámka. Ve skuteènosti jsou vektory v ∈ TPM tøídami ekvivalence teèen køivek γ(t),
jeliko¾ daným smìrem a danou rychlostí prochází bodem P nekoneènì mnoho rùzných
køivek. Vektor v tedy ztoto¾òujeme s tøídami ekvivalence køivek stejného smìru a velikosti
rychlosti.
Poznámka. Pro model trident snake robota pøedstavují vektory na varietìM smìry mo¾-
ného pohybu.
Denice 4. Mno¾ina v¹ech vektorù urèená køivkami rùzných parametrizací procházejí-
cími bodem P ∈M se nazývá teèný prostor TPM k varietì M v bodì P .
V dal¹ím bude zavedena derivace ve smìru vektoru v. Uva¾ujme proto nyní hladkou
funkci f na varietì M a køivku γ(t) procházející bodem P ∈ M, která urèuje teèný
vektor v ∈ TPM. Funkce f(γ(t)) : R → R tedy udává hodnoty funkce f podél køivky γ








Mù¾eme tudí¾ pova¾ovat tuto derivaci za lineární operaci, která fuknci f pøiøazuje v bodì
P èíslo df
dt
|P . Pak vektor v mù¾e být chápán jako diferenciální operátor operující na funk-
cích f . Vynecháme-li v zápisu f , co¾ je libovolná hladká funkce, z derivace zbyde samotný
operátor d
dt




|P = df(γ(t))dt =
d
dt







Slo¾ky teèného vektoru v lze oznaèit jako vi =
dxi
dt
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Pokud bychom porovnali toto vyjádøení s obecným vyjádøením vektoru pomocí lineární
kombinace bázových prvkù v =
∑n
i=1 viei, kde ei je báze teèného prostoru TPM a vi
jsou souøadnice vektoru v vùèi této bázi, vidíme, ¾e operátory parciálních derivací tvoøí
tzv. souøadnicovou bázi teèného prostoru TPM,(
∂
∂x1





Jinými slovy, ka¾dý vektor v teèném prostoru TPM lze vyjádøit lineární kombinací teè-
ných vektorù ke køivkám, které odpovídají v Rn souøadným osám xi (tj. derivace ve smìru
pøíslu¹ných souøadnicových èar).
Denice 5. Disjunktní sjednocení v¹ech teèných prostorù TPM ve v¹ech bodech P variety





Ka¾dý bod z variety TM pøitom pøedstavuje konkrétní teèný vektor v ∈ TP M
v bodì P ∈M.
Denice 6. Zobrazení pi : TM→M se nazývá teèný bandl.
Toto zobrazení pøiøadí teènému vektoru jeho bod dotyku.
3.3. Vektorové pole
Denice 7. Nech» TM je teèný prostor variety M. Vektorové pole na varietì M je
hladké zobrazení X : M → TM, které ka¾dému bodu P ∈ M pøiøadí teèný vektor
X(P ) ∈ TPM.
Pro lokální souøadnice (x1, . . . , xn) na souøadnicovém okolí U bodu x ∈ M mù¾e být








kde Xi(x) jsou hladké funkce na U .
Poznámka. Vektorové pole na stavovém prostoru trident snake hada si lze pøedstavit jako
zobrazení, díky kterému je v ka¾dém bodì denován smìr dal¹ího pohybu.
Denice 8. Zobrazení intervalu I na varietu M, tedy γ : I → M je integrální køivka
vektorového pole na varietìM, jestli¾e vektorX(γ(t)) je pro ka¾dé t ∈ I teèným vektorem
køivky γ v bodì γ(t).
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Pro spojitá vektorová pole na diferencovatelné varietì existují integrální køivky. Jejich
lokální existenci zaruèuje vìta o existenci øe¹ení soustavy obyèejných diferenciálních rov-
nic. Takté¾ platí, ¾e ka¾dým bodem variety M prochází nìjaká integrální køivka a tyto
køivky vyplòují celou varietuM.
Poznámka. Pro trident snake robota je integrální køivka vektorového pole na varietì tra-
jektorie zmìny polohy a tvaru (viy Obrázek 3.1). Zajímavé jsou tedy zejména integrální
køivky øídících vektorových polí, které odpovídají povoleným pohybùm.
Denice 9. Zobrazení Φt : M → M se nazývá tok generovaný vektorovým polem a je
denováno vztahem
Φt : γ(t0)→ γ(t0 + t).
Jinak øeèeno, ka¾dý bod P := γ(t0) variety M je podél køivky γ(t) teèné k poli X
posunut po køivce γ do bodu P¯ ∈M, kde P¯ = γ(t0 + t).
Poznámka. Tok generovaný vektorovým polem je pro trident snake robota zmìna polohy
a tvaru za èasový úsek ∆t = t− t0.
3.4. Lieova závorka
V následujícím odstavci zavedeme pojem Lieovy algebry spolu s operací Lieova závorka.
Na pøíkladì zjednodu¹eného modelu øízení automobilu uká¾eme význam Lieovy závorky
v teorii øízení.
Pro ná¹ pøípad algebru chápeme jako dvojici (V,m), kde V je vektorový prostor (má
sám o sobì binární operaci sèítání a modulární operaci násobení èíslem z tìlesa) a m je
bilineární operace m : V × V → V .
Denice 10. Algebra (V,m) se nazývá Lieova právì tehdy, kdy¾ ∀u, v, w ∈ V platí
následující dvì podmínky:
• m(u, v) = −m(v, u), tj. antikomutativita,
• m(u,m(v, w)) +m(v,m(w, u)) +m(w,m(u, v)) = 0, tj. Jacobiho identita.
Dále je speciální pøípad Lieovy algebry, a to algebra vektorových polí na varietìM.
Tedy V = X(M) Operaci m na Lieovì algebøe (s vektorovým prostorem jako nosièem
algebry) nazýváme Lieova závorka. Tato operace je zobrazením a znaèíme ji [·, ·] : X(M)×







kde g1, g2 jsou hladká vektorová pole M → TM . Lieovu závorku tedy lze chápat jako
operátor na hladkých vektorových polích, jeho¾ výsledkem je opìt vektorové pole.
Lieova závorka vektorových polí splòuje obì vlastnosti z Denice 10, tedy platí
[g1, g2] = −[g2, g1],
[g1, [g2, g3]] + [g3,[g1, g2]] + [g2[g3, g1]] = 0.
18











Obrázek 3.2: Lieova závorka dvou vektorových polí g1 a g2
Lieova závorka tedy ze dvou vektorových polí g1, g2 vytvoøí pole nové g12, které generuje
nový tok Φg12 . Gracky je význam Lieovy závorky ilustrován na Obrázku 3.2.
Pro dvì vektorová pole g1, g2 a poèáteèní bod q0 lze podél toku Φg1τ generovaným vekto-





τ postupnì do bodù q2, q3 a q4. Pokud se hodnota τ blí¾í nule, je rozdíl
polohy bodù q0 a q4 roven pøibli¾nì hodnotì Lieovy závorky vektorových polí g1, g2 v bodì
q0.
Pøíklad. V pøípadì zjednodu¹eného modelu automobilu, u kterého povolíme i rotaci ko-
lem svého støedu, je pojem Lieovy závorky velmi dùle¾itý. Øízení tohoto modelu podle
vektorových polí bude podrobnìji popsáno v následujících kapitolách. Nám v tuto chvíli
postaèí pøedstavit si øídící vektorová pole automobilu jako mo¾né dal¹í smìry jeho po-
hybu. Nové vektorové pole, vzniklé operací Lieova závorka, umo¾òuje pohyb automobilu
ve smìru, který základními vektorovými poli povolen nebyl, napøíklad ve smìru kolmém
(Obrázek 3.3).
nelze
Obrázek 3.3: Zakázaný smìr pohybu
Tuto situaci si lze ilustrovat na manévru vedoucímu k zaparkování automobilu mezi dal¹í
automobily stojící za sebou. Z konstrukèního hlediska není mo¾né automobil pøesunout
ve smìru kolmém, av¹ak sérií základních pohybù ve smìru základních øídících vektoro-
vých polí lze cíle dosáhnout (to je ilustrováno na Obrázku 3.4). Tato skuteènost odpovídá
pohybu podél toku generovaného vektorovým polem Lieovy závorky.
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3.4. LIEOVA ZÁVORKA
pohyb vprˇed rotace v kladne´m smeˇru
pohyb vzad rotace v za´porne´m smeˇru
Obrázek 3.4: Série pohybù vedoucích k dosa¾ení zakázaného smìru
Poznámka. Pro trident snake robota je Lieova závorka takté¾ nezbytná. Pohyb podél
toku generovaným závorkou poskytuje potøebné smìry k dosa¾ení lokální øiditelnosti
hada. Konkrétnì se pou¾ívá k pøenastavení robota do výchozí polohy po vykonání po-
hybu ve smìru øídícího vektorového pole.
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4. ØÍZENÍ NEHOLONOMNÍCH SYSTÉMÙ
4. Øízení neholonomních systémù
Následující kapitola pojednává o základních pojmech týkajících se neholonomních sys-
témù a jejich øízení. Bylo èerpáno z [4], [5] a [10].
4.1. Neholonomní systém
Uva¾ujme nelineární øídící systém v Rn
q˙ = f(q, u), (4.1)
kde q ∈ Rn je stavová promìnná a u ∈ Rm kontrolní parametr. Vzhledem ke kontrolnímu
parametru u(t), t ∈ [0, T ] je tedy výsledná trajektorie systému denována neautonomním
systémem q˙ = f(q, u(t)). V nìkterých pøípadech lze tento systém aproximovat lineárním
systémem a tím ovìøit øiditelnost (zda je pro jakýkoliv pár bodù k dispozici kontrolní
parametr u(t) takový, ¾e umo¾ní pøesun systému z prvního bodu do druhého). A takté¾
vyøe¹it otázku plánování pohybu (neboli najít tento parametr u(·), který bude øe¹ením
pøedchozího problému). Je v¹ak nutné zdùraznit, ¾e tato aproximace mù¾e být provedena
pouze v blízkém okolí jednotlivých konkrétních bodù, tedy lokálnì.
Aby mohlo být pou¾ito prostøedkù diferenciální geometrie, pøepí¹eme systém (4.1) do tvaru
(4.2), kde Xi budeme chápat jako vektorová pole na stavovém prostoru. Máme nyní øídící





Pro tento systém je mno¾ina dosa¾itelných bodù z bodu q¯ anní struktura q¯ +∆(q¯), kde
∆(q¯) = span{X1(q¯), . . . , Xm(q¯)}. V závislosti na hodnotì dimenze ∆(q¯) rozli¹ujeme dva
pøípady:
• Pokud dim∆(q¯) = n (pøipomeòme, ¾e n je dimenzí stavového prostoru), pak linea-
rizovaný systém je øiditelný.
• Pokud dim∆(q¯) < n, pak linearizovaný systém obecnì øiditelný není. Nicménì i
tento systém mù¾e být øiditelný, doplní-li se dal¹ími lineárnì nezávislými vektoro-
vými poli (více v dal¹í èásti této kapitoly 4.2).
Neholonomní systémy jsou právì systémy ve tvaru (4.2), které øadíme do druhé zmínìné
kategorie.
Trajektorie neholonomního systému je køivka γ : [0, T ]→M, pro kterou existuje funkce




ui(t)Xi(q(t)), ∀t ∈ [0, T ], q ∈M, (4.3)
kde funkce u(·) se nazývá kontrolní a je závislá na køivce γ.
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4.1. NEHOLONOMNÍ SYSTÉM
Pøíklad. Typickým pøíkladem neholonomního systému je zjednodu¹ený model automobilu,
kde povolíme i rotaci kolem støedu (tento model ji¾ byl diskutován pøi zavedení pojmu
Lieovy závorky). Stavový prostor pro tento model je popsán souøadnicemi q = (x, y, θ),
které popisují pozici støedu automobilu v rovinì (x, y) ∈ R2 a úhlem jeho natoèení θ.




Obrázek 4.1: Model automobilu
Mo¾né pohyby automobilu jsou pøímoèarý a rotaèní pohyb. Chceme-li dosáhnout pøí-
moèarého pohybu, musí být automobil napøíklad øízen konstantní rychlostí o velikosti
u1 =
√
x˙2 + y˙2. Neholonomní systém pøímoèarého pohybu má tvar
x˙ = u1 cos θ,
y˙ = u1 sin θ, (4.4)
θ˙ = 0 .
Rotaèního pohybu kolem støedu automobilu je dosa¾eno konstantní úhlovou rychlostí
u2 = θ˙. Neholonomní systém pro tento pohyb je ve tvaru
x˙ = 0,
y˙ = 0, (4.5)
θ˙ = u2 .




 ∈ R2 × S1, X1 =
cos θsin θ
0
















Kombinace obou pohybù automobilu dává øídící systém ve tvaru
q˙ = u1X1 + u2X2, (4.7)
kde vektor kontrolních parametrù u = (u1, u2) nabývá libovolných hodnot z U ⊂ R2,
zatímco dimM = 3. Jedná se tedy o neholonomní systém zapsaný ve tvaru (4.2).
22
4. ØÍZENÍ NEHOLONOMNÍCH SYSTÉMÙ
4.2. Lokální øiditelnost
Ka¾dý øídící systém tedy mù¾e být popsán rovnicí ve tvaru
q˙ = Gu, (4.8)
kde G je kontrolní matice systému a u vektor kontrolních parametrù.
Zjednodu¹enì lze øíci, ¾e systém je lokálnì øiditelný v bodì q, pokud jsme schopni za libo-
volnì malý èasový úsek dosáhnout jemu blízkých bodù a setrvat v nich libovolnì dlouhou
dobu.
Ze zdroje [4] v¹ak víme, ¾e systém je lokálnì øiditelný, právì tehdy kdy¾ dimenze nejmen¹í
Lieovy algebry G¯ obsahující vektorová pole G := {g1, g2, g3} se shoduje s dimenzí stavo-
vého prostoru ve v¹ech jeho bodech. Pro ná¹ model je dimenze stavového prostoru rovna
dim(M) = 6, generující pole jsou pouze 3. Pøi generování Lieovy algebry obsahující pole
g1, g2, g3 pomocí Lieovy závorky zji¹»ujeme, ¾e dal¹í lineárnì nezávislá vektorová pole jsou
u¾ pouze 3, a to g12 = [g1, g2], g23 = [g2, g3] a g13 = [g1, g3]. Díky této skuteènosti se di-
menze stavového prostoru shoduje s dimenzí Lieovy algebry a systém je lokálnì øiditelný
podle vìty (Chow-Rashevsky), viz [4].
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5. Kinematické rovnice
Následující kapitola èerpá ze zdrojù [2],[3] a [9]. Obsahuje odvození kinematických
rovnic pro trident snake robota a následnì se zabývá jejich parametrizacemi.
5.1. Odvození rovnic
Pøímá (dopøedná) kinematika popisuje zmìnu pohánìcích souèástí robota a vyvozuje
z nich polohu pohánìných èlenù mechanické soustavy. Tedy v pøípadì trident snake robota
se jedná o natoèení jednotlivých ramen robota (φ1, φ2, φ3), které poté urèí polohu koleèka
na koncích ramen v rovinì. V závislosti na natoèení ramen tedy lze vyjádøit polohu robota
v rovinì (x, y, θ).
Zpìtná (inverzní) kinematika v¹ak popisuje polohu pohánìných èlenù mechanické sou-
stavy a vyvozuje z nich pøíslu¹nou zmìnu pohánìcích souèástí robota.
V dal¹ím budou odvozeny kinematické rovnice pro trident snake robota. Odvození bude
vyjádøeno v závislosti na polohových souøadnicích.
Nejprve si vyjádøíme polohu (xi, yi) i-tého koleèka, kde i = 1, 2, 3:
xi = x+ r cos(θ + αi) + l cos(θ + αi + φi),
yi = y + r sin(θ + αi) + l sin(θ + αi + φi).
(5.1)
Zmìnu polohy i-tého koleèka v èase získáme derivací rovnic (5.1) podle èasu. Vyjádøené
rovnice tedy vypadají takto:
x˙i = x˙− rθ˙ sin(θ + αi)− l(θ˙ + φ˙i) sin(θ + αi + φi),
y˙i = y˙ + rθ˙ cos(θ + αi) + l(θ˙ + φ˙i) cos(θ + αi + φi).
(5.2)
Trident snake robot je ov¹em omezen podmínkou pasivních koleèek. Nemohou se pohy-







Abychom podrobnìji ukázali, co tato podmínka pro kinematiku robota znamená, vyjá-
døíme si smìrový vektor ~si a normálový vektor ~ni v místì ka¾dého koleèka:
~si =
(




(− sin(θ + αi + φi), cos(θ + αi + φi)) . (5.4)
Po dosazení do vztahu (5.3) lze tuto soustavu rovnic zapsat ve tvaru:
x˙i cos(θ + αi + φi) = y˙i sin(θ + αi + φi). (5.5)
Následným dosazením derivací ze vztahu (5.2) do rovnic (5.5) dostáváme soustavu v ná-
sledujícím tvaru:
x˙ sin(θ + αi + φi)− lφ˙i − y˙ cos(θ + αi + φi)− θ˙(l + r cosφi) = 0. (5.6)
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5. KINEMATICKÉ ROVNICE
Pro dal¹í práci vyjádøíme tyto rovnice maticovì. Soustava tøí kinematických rovnic má
v maticovém zápise tvar:
−l 0 0 sin(θ + α1 + φ1) − cos(θ + α1 + φ1) −(l + r cosφ1)0 −l 0 sin(θ + α2 + φ2) − cos(θ + α2 + φ2) −(l + r cosφ2)













Chceme-li vyjádøit závislost na polohových souøadnicích, lze soustavu (5.6) pøepsat do ná-
sledujícího tvaru:
lφ˙i = x˙ sin(θ + αi + φi)− y˙ cos(θ + αi + φi)− θ˙(l + r cosφi). (5.7)
Pro dosa¾ení vìt¹í pøehlednosti a názornosti vyjádøíme soustavu maticovì:
Bφ˙ = Aˆ(φ, θ)w˙,
kde
w = (x, y, θ)T , φ = (φ1, φ2, φ3)
T , B =




sin(θ + α1 + φ1) − cos(θ + α1 + φ1) −(l + r cosφ1)sin(θ + α2 + φ2) − cos(θ + α2 + φ2) −(l + r cosφ2)
sin(θ + α3 + φ3) − cos(θ + α3 + φ3) −(l + r cosφ3)
 .





sin(θ + α1 + φ1) − cos(θ + α1 + φ1) −(l + r cosφ1)sin(θ + α2 + φ2) − cos(θ + α2 + φ2) −(l + r cosφ2)





Pro dal¹í práci s kinematickými rovnicemi platnými pro trident snake robota je výhodné
vylouèit z matice A úhel θ. Zøejmì toti¾ otoèení robota o úhel θ je realizováno pomocí





parametr θ z matice Aˆ(φ, θ) vylouèen. Soustava (5.8) pak bude v tomto tvaru:











sin(α1 + φ1) − cos(α1 + φ1) −(l + r cosφ1)
sin(α2 + φ2) − cos(α2 + φ2) −(l + r cosφ2)
sin(α3 + φ3) − cos(α3 + φ3) −(l + r cosφ3)
)(
cos θ sin θ 0








5.2. Parametrizace kinematických rovnic
Kinematické rovnice popisující trident snake robota mohou být vyjádøeny rùznými zpù-
soby. V následujícím textu jsou uva¾ovány dva základní tvary. První z nich popisuje cho-
vání promìnných popisujících tvar robota v závislosti na jeho poloze v prostoru. Zatímco
druhý uvádí závislost polohy robota na natoèení jeho jednotlivých ramen.
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5.2. PARAMETRIZACE KINEMATICKÝCH ROVNIC
5.2.1. Závislost na w˙ = (x˙, y˙, θ˙)T
Kinematické rovnice vyjádøené v závislosti na polohových souøadnicích jsou v této práci
uva¾ovány ve dvou tvarech. Obecný tvar vychází z odvození, které bylo provedeno v první
èásti této kapitoly.
Obecný tvar
φ˙ = B−1Aˆ(θ, φ)w˙,φ˙1φ˙2
φ˙3
 =
1/l sin(θ + α1 + φ1) −1/l cos(θ + α1 + φ1) −1− r/l cosφ11/l sin(θ + α2 + φ2) −1/l cos(θ + α2 + φ2) −1− r/l cosφ2




Tento tvar rovnic ukazuje závislost φi na x, y a θ. Zmìnou polohy x, y a natoèení θ lze
zmìnit natoèení jednotlivých ramen φ1, φ2 a φ3.









1/l sin(θ + α1 + φ1) −1/l cos(θ + α1 + φ1) −1− r/l cosφ1
1/l sin(θ + α2 + φ2) −1/l cos(θ + α2 + φ2) −1− r/l cosφ2








kde u = (u1, u2, u3)T = w˙ je vektor kontrolních parametrù.
Tato matice urèuje vektorová pole g1, g2, g3 v tomto tvaru:
g1 =

1/l sin(θ + α1 + φ1)
1/l sin(θ + α2 + φ2)




 , g2 =

−1/l cos(θ + α1 + φ1)
−1/l cos(θ + α2 + φ2)















Vylouèení θ z matice Aˆ
Dal¹í variantou vyjádøení kinematických rovnic je vylouèení úhlu θ z matice A pomocí
matice rotace Rθ. Po tomto kroku je matice A závislá pouze na promìnných φi. Tyto
rovnice tedy budou vypadat následovnì:





1/l sin(α1 + φ1) −1/l cos(α1 + φ1) −1− r/l cosφ11/l sin(α2 + φ2) −1/l cos(α2 + φ2) −1− r/l cosφ2
1/l sin(α3 + φ3) −1/l cos(α3 + φ3) −1− r/l cosφ3





Ve tvaru souètù lze vidìt generovaná pole:φ˙1φ˙2
φ˙3
 =
1/l sin(α1 + φ1)1/l sin(α2 + φ2)
1/l sin(α3 + φ3)
(x˙ cos θ + y˙ sin θ)+
+
−1/l cos(α1 + φ1)−1/l cos(α2 + φ2)
−1/l cos(α3 + φ3)
(−x˙ sin θ + y˙ cos θ)+













1/l sin(α1 + φ1) −1/l cos(α1 + φ1) −1− r/l cosφ1
1/l sin(α2 + φ2) −1/l cos(α2 + φ2) −1− r/l cosφ2
1/l sin(α3 + φ3) −1/l cos(α3 + φ3) −1− r/l cosφ3
cos θ − sin θ 0






kde u = (u1, u2, u3) = RTθ w˙.
Pøehled øídících polí odpovídající tomuto modelu:
g1 =

1/l sin(α1 + φ1)
1/l sin(α2 + φ2)




 , g2 =

−1/l cos(α1 + φ1)
−1/l cos(α2 + φ2)















5.2.2. Závislost na φ˙ = (φ˙1, φ˙2, φ˙3)
T
Druhý zpùsob vyjadøuje závislost x˙, y˙ a θ˙ na promìnných φ˙i, kde i = 1, 2, 3. To znamená,
¾e zmìnou natoèení jednotlivých ramen robotického hada φi lze dosáhnout zmìny polohy
a orientace hada.
w˙ = Aˆ−1(θ, φ)φ˙,x˙y˙
θ˙
 =
















[sin(α2 + φ2 − α1 − φ1)(l + r cosφ3)+
+ sin(α1 + φ1 − α3 − φ3)(l + r cosφ2)+
+ sin(α3 + φ3 − α2 − φ2)(l + r cosφ1)].
Poznamenejme, ¾e obecnì detA nutnì nemusí být nenulový. MaticeA je singulární v tzv. sin-
gulárních bodech, tj. bodech, ve kterých robot není øiditelný. V pøípadì trident snake ro-
bota jsou ale díky omezením úhlù natoèení ramen φi ∈ 〈−pi3 , pi3 〉 singulární body vylouèeny.
Pro vyjádøení jednotlivých fij pou¾ijeme modulární aritmetiku (konkrétnì modulo 3):
f1j = cos(αj+2 + φj+2 + θ)(l + r cos(φj+1))− cos(αj+1 + φj+1 + θ)(l + r cos(φj+2)),
f2j = sin(αj+2 + φj+2 + θ)(l + r cos(φj+1))− sin(αj+1 + φj+1 + θ)(l + r cos(φj+2)),
f3j = sin(αj+2 + φj+2 − αj+1 − φj+1).



















kde v = φ˙.



































Na závìr této kapitoly poznamenejme, ¾e pokud pøistupujeme k øízení trident snake robota
prostøedky diferenciální geometrie, je lhostejné, jestli bude pou¾it øídící systém (5.14) nebo




Kapitola popisující pøehled základních pohybù robota èerpá ze zdrojù [2],[3] a [9]. Vy-
cházíme z øídícího systému (5.14).
6.1. Doplnìní øídících polí
Pomocí operace Lieova závorka nyní denujeme dal¹í tøi vektorová pole podílející se na øí-









 , g23 =

r/l2 cosα1 +
1/l cos(α1 + φ1)
r/l2 cosα2 +
1/l cos(α2 + φ2)
r/l2 cosα3 +








1/l sin(α1 + φ1)
r/l2 sinα2 +
1/l sin(α2 + φ2)
r/l2 sinα3 +






Pomocí vektorových polí g1, g2, g3, g12, g23, g13 lze nyní trident snake robota øídit. Je
dùle¾ité poznamenat, ¾e pohyb ve smìru polí g12, g13, g23 je realizován pomocí periodic-
kého inputu (více viz Kapitola 7). Znamená to, ¾e se pohybuje urèitou kombinací pohybù
ve smìru dvou základních øídících vektorových polí, které vstupují do operace Lieova
závorka. Proto pokud v textu mluvíme o pohybu napø. ve smìru pole g12, jde o tuto
kombinaci pohybù ve smìru pole g1 a g2.
Ka¾dé pole je v konkrétním bodì vektorem urèujícím smìr pohybu podél pøíslu¹ného toku.
Tato skuteènost bude demostrována na pøíkladì ve zvoleném bodì q = (φ1, φ2, φ3, x, y, θ) =
(0, 0, 0, 0, 0, 0). Aby hodnoty vektorù mohly být vyjádøeny èíselnì, uva¾ujeme konkrétní




vých polí, která jsou zobrazena jako sloupce matice G, pak mají pro dané hodnoty tuto
podobu:
G =
 sinφ1 − cosφ1 −1− cosφ1 1 sinφ1 1 + cosφ1sin( 23pi + φ2) − cos( 23pi + φ2) −1− cosφ2 1 sin 23pi + sin( 23pi + φ2) cos 23pi + cos( 23pi + φ2)sin( 43pi + φ3) − cos( 43pi + φ3) −1− cosφ3 1 sin 43pi + sin( 43pi + φ3) cos 43pi + cos( 43pi + φ3)
cos θ − sin θ 0 0 cos θ sin θ
sin θ cos θ 0 0 sin θ − cos θ
0 0 1 0 0 0
.
Vyjádøíme-li tuto matici v bodì q = 0, dostáváme následující tvar
G(0) =













−2 1 −√3 −1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
 . (6.2)
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6.2. POHYBY VE SMÌRU VEKTOROVÝCH POLÍ
Ka¾dé vektorové pole je v konkrétním bodì vyjádøeno vektorem, který urèuje mo¾ný smìr
pohybu robota. Tyto vektory lze vidìt v jednotlivých sloupcích matice G(0).
6.2. Pohyby ve smìru vektorových polí








, 1, 0, 0). Tedy pokud by robot zmìnil svou polohu a
tvar podle toku generovaným polem g1, znamenalo by to posun ve smìru osy x, natoèení
ramene φ2 v kladném smìru (tj. proti smìru hodinových ruèièek) a φ3 v opaèném smìru
(tj. po smìru hodinových ruèièek). To je mo¾né sledovat na Obrázku 6.1.
Obrázek 6.1: Pohyb podle pole g1
Druhé pole g2 zpùsobí posun ve smìru osy y a natoèení v¹ech tøí ramen robota, jeliko¾
v bodì q = 0 je g2(0) = (−1, 12 , 12 , 0, 1, 0). První rameno se otoèí v záporném smìru a dal¹í
dvì v kladném smìru v pomìru 2 : 1 : 1. Tento pohyb je ilustrován na Obrázku 6.2.
Obrázek 6.2: Pohyb podle pole g2
Jak je vidìt na Obrázku 6.3, tøetí pole g3(0) = (−2,−2,−2, 0, 0, 1) otoèí robota o úhel
θ v kladném smìru. Zároveò také nastane zmìna natoèení ramen. V¹echny tøi se natoèí
ve stejném smìru (záporném) o tuté¾ hodnotu. Opìt lze tuto zmìnu vidìt na Obrázku 6.3
ve dvou fázích. První ukazuje výchozí pozici a druhý nální tvar a polohu robota.
Také pole, která byla odvozena pomocí Lieovy závorky, vyèíslená v konkrétním bodì q = 0
urèují zmìny tvaru a polohy robota. Nyní si jejich vliv vysvìtlíme podrobnìji.
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Obrázek 6.3: Pohyb podle pole g3
Jak lze vidìt v matici (6.2), pole g12 nemìní polohu robota, jeliko¾ jeho hodnoty jsou
g12(0) = (1, 1, 1, 0, 0, 0). Jinak øeèeno, zanechá souøadnice x, y, θ beze zmìny. Toto pole
zpùsobí zmìnu natoèení ramen bez zmìny polohy. Konkrétnì otáèí v¹echna tøi ramena
v pomìru 1 : 1 : 1, co¾ znamená, ¾e se otáèí ve stejném smìru o stejnou hodnotu.
Obrázek 6.4: Pohyb podle pole g12
Pole g23 zmìní natoèení druhého ramene φ2 v kladném smìru, zatímco φ3 se otoèí v opa-
èném o stejnou hodnotu. Velikost zmìny natoèení lze tedy vyjádøit pomìrem 0 : 1 : −1,
zároveò se (narozdíl od pole g12) robot posune ve smìru osy x (v odpovídajícím pomìru).
Obrázek 6.5: Pohyb podle pole g23
Zmìnu natoèení ramen, kterou zpùsobuje poslední z polí g13, pak lze vyjádøit pomìrem
2 : −1 : −1. První rameno je tedy natoèeno ve smìru kladném, zatímco zbývající dvì
ramena ve smìru záporném. Stejnì i toto pole zpùsobuje posun trident snake robota.
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6.3. ZÁKLADNÍ POHYBY V PROSTORU
Jedná se o pohyb v záporném smìru osy y. Kompletní zmìna polohy a tvaru ve smìru
vektorového pole g13 je ilustrována na Obrázku 6.6.
Obrázek 6.6: Pohyb podle pole g13
6.3. Základní pohyby v prostoru
Nyní bude sestaven pøehled základních pohybù robota pomocí kombinací tìchto ¹esti vek-
torových polí.
První ze základních pohybù je posun ve smìru osy x. To znamená, ¾e pùvodní stav
q0 = 0 pøejde do stavu qend = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T . Chceme tedy dosáhnout posunu robota
na rovinì ve smìru osy x a zachovat ostatní promìnné beze zmìny. Toho lze dosáhnout
následující lineární kombinací polí g1 a g23:
qend = 2g1(0)− g23(0).
Nejprve dojde k posunu trident snake robota ve smìru osy x a otoèení druhého a tøetího
ramene. V druhé fázi se ramena pomocí pole g23 vrátí do pùvodní polohy a robot se posune
v záporném smìru osy x o polovièní vzdálenost. Výsledným pohybem je pak prostý posun
ve smìru osy x, co¾ je mo¾né sledovat na Obrázku 6.7.
Obrázek 6.7: Jednotlivé fáze pohybu ve smìru osy x
Dal¹ím základním pohybem je posun ve smìru osy y. Z pùvodního stavu q0 = 0 se
dostaneme do stavu qend = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T . Tento pohyb je realizován pomocí vektorových
polí g2 a g13 takto:
qend = 2g2(0) + g13(0).
Touto kombinací dojde k posunu ve smìru osy y a natoèení v¹ech tøí ramen v odpovída-
jícím pomìru, vektorové pole g13 v¹ak zpùsobí návrat ramen do pùvodní polohy a posun
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trident snake robota v záporném smìru osy y o polovièní hodnotu. Výsledkem je poté
robot v pùvodním tvaru posunutý ve smìru osy y. Prùbìh tohoto pohybu je naznaèen
na Obrázku 6.8.
Obrázek 6.8: Jednotlivé fáze pohybu ve smìru osy y
Dùle¾itým pohybem je rovnì¾ rotace kolem osy z o úhel θ. Zmìnou pùvodního stavu
q0 = 0 na koneèný stav qend = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T docílíme natoèení robota o úhel θ. Zároveò
po¾adujeme zachování ostatních souøadnic polohy i tvaru. K tomu budou pou¾ita pole g12
a g3:
qend = 2g12(0) + g3(0).
Prvním krokem je pohyb ve smìru vektorového pole g12, které zpùsobuje zmìnu natoèení
v¹ech tøí ramen ve stejném pomìru. Po pohybu generovaném polem g12 je potøeba obnovit
pùvodní tvar hada φ = 0. Proto se vyu¾ije rotace ve smìru vektorového pole g3, která
nemìní polohu.
Obrázek 6.9: Jednotlivé fáze rotaèního pohybu
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7. Simulace
V této kapitole bylo èerpáno ze zdrojù [3] a [7].
7.1. V-rep
Pohyby popsané v pøedchozí kapitole mohou být simulovány v prostøedí V-rep (Virtual
Robot Experimentation Platform). Jedná se o prostøedí, které zohledòuje fyzikální vlast-
nosti modelu a vlivy prostøedí.
Ukázka prostøedí, ve kterém je pohyb robota simulován je vyobrazena na Obrázku 7.1.
Obrázek 7.1: Prostøedí V-rep
Model trident snake robota je slo¾en z nìkolika základních objektù, které mohou být øí-
zeny pomocí skriptù. Jedinými pohánìnými objekty jsou v na¹em pøípadì ramena, která
jsou øízena pomocí servomotorkù umístìných v místì spoje ramen s tìlem robota.
Pomocí skriptu pøilo¾eného v pøíloze byl øízen model podle polí g1, g2 a g3. Obrázky 7.2
a 7.3 ukazují poèáteèní a koncovou polohu robota øízeného podle vektorového pole g1.
Tyto obrázky jsou ilustrativní, lze na nich vidìt i èasový vývoj polohy jednotlivých spojù
a støedu tìla. V pøíloze jsou pak ke shlédnutí videa, ve kterých lze vidìt celou simulaci
tìchto tøí pohybù podle základních vektorových polí.
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Obrázek 7.2: Simulace pohybu podle g1, poèátek
Obrázek 7.3: Simulace pohybu podle g1, konec
7.2. Periodický input
Simulace pohybu ve smìru vektorového pole vzniklého operací Lieova závorka se provádí
pomocí periodického inputu. Vstupní øídící vektor je tedy napøíklad pro pole g23 ve tvaru:
u(t) = (0,−Aω sinωt, Aω cosωt)T , (7.1)
kde A ∈ R je malé kladné èíslo a ω ∈ N. Rozsáhlý dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt v [7].
Tento tvar inputu vychází z in¾enýrského pøístupu av¹ak není to jediný mo¾ný zpùsob,
kterým lze tento pohyb simulovat. Pro na¹e potøeby se v¹ak ukázal vhodným.
Obrázky 7.4 a 7.5 ukazují prùbìh simulace pohybu podle pole g23. Za pov¹imnutí stojí
èasový vývoj polohy jednotlivých spojù a støedu tìla trident snake robota.
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7.2. PERIODICKÝ INPUT
Obrázek 7.4: Simulace pohybu podle g23, poèátek
Obrázek 7.5: Simulace pohybu podle g23, konec
Dal¹í vektorová pole g12, g13 jsou øízena obdobnì jako pole g23. Jen tvar periodického
inputu má pro tato pole následující tvar:
u(t) = (0,−Aω sinωt, Aω cosωt, 0)T pro g12,




V rámci této bakaláøské práce byl zkoumán trident snake robot z hlediska øiditelnosti.
Pro zaji¹tìní tzv hadovitého pohybu, který je výhodný pro prostupnost robota slo¾itým te-
rénem, je robot konstruován s pasivními koleèky, které zaji¹»ují, ¾e tøení ve smìru teèném
ke ka¾dému èlánku je øádovì vìt¹í ne¾ tøení ve smìru kolmém na èlánek. Tato vlastnost se
ukázala zásadní pøi odvozování kinematických rovnic trident snake robota. Øe¹ení tìchto
diferenciálních rovnic pak bylo popsáno prostøedky diferenciální geometrie.
Øiditelnost byla zaji¹tìna pomocí øídících vektorových polí odvozených z neholonomních
podmínek a kinematických rovnic. Tato vektorová pole jsou jak základní, tak i doplnìná
pomocí operace Lieova závorka. Poèet tìchto vektorových polí odpovídá dimenzi stavového
prostoru mechanismu, tudí¾ je trident snake robot lokálnì øiditelný (podle Chow-Rashev-
sky Theorem).
V dal¹í èásti práce byl vliv øídících vektorových polí zkoumán podrobnìji. Bylo uèeno,
jaký pohyb se uskuteèní ve smìru ka¾dého z polí a pozdìji také jaké pohyby zpùsobují
kombinace tìchto polí. Pro ná¹ model jsme tedy denovali základní pohyby ve smìru
osy x a y a rotaci kolem osy z, nalezli jsme tedy tzv. motion planning algoritmus. Nìk-
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9. SEZNAM POU®ITÝCH ZKRATEK A SYMBOLÙ




X, g vektorové pole
φ vektor urèující tvar robota
w vektor orientace robota
γ(t) køivka
TM teèný prostor k varietìM
Φt tok generovaný vektorovým polem
[.,.] Lieova závorka
u, v vektor kontrolních parametrù
G kontrolní matice systému
x˙ derivace x podle èasu
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10. Seznam pøíloh
Souèástí pøílohy je pøilo¾ené CD, které obsahuje:
• g1.avi - videoukázka pohybu trident snake robota ve smìru vektorového pole g1
• g2.avi - videoukázka pohybu trident snake robota ve smìru vektorového pole g2
• g3.avi - videoukázka pohybu trident snake robota ve smìru vektorového pole g3
• g1.ttt - V-rep scene s modelem trident snake robota
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